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Verfahren zur Berechnung der Lage des Fermi-Niveaus in Halbleitern
mit Hilfe eines elektronischen Digitalrechners*

Von E. Ricater

Aus dem AEG-Forschungsinstitut, Frankfurt/Main
(Z. Naturforschg. 18 a, 39—43 [1963] ; eingegangen am 25. Oktober 1962)

Fiir einen elektronischen Digitalrechner wird ein Rechenverfahren beschrieben, das es gestattet,
fiir homogene und feldfreie, aber sonst beliebige Halbleiter aus der Neutralitatsgleichung die Lage
des Fermi-Niveaus fiir einen beliebig weiten Temperaturbereich (auch unter 1 °K) mit groBer Ge-
nauigkeit zu berechnen. Dabei wird die Temperaturabhangigkeit des Bandabstandes und der Stor-
stellenniveaus beriicksichtigt. Als Beispiel wird der Verlauf des Fermi-Niveaus fiir Silicium verschie-
dener Dotierung und fiir Wismut-Tellurid in einigen speziellen Fillen angegeben.

Fiir einen homogenen, feldfreien Halbleiter 1aft
sich bei Kenntnis der erforderlichen Materialkon-
stanten die Lage des Fermi-Niveaus prinzipiell aus
der Neutralitdtsbedingung (1) ermitteln:

(1)

n+na-=p-+np*
n = Dichte der Elektronen im Leitungsband,
na- = Dichte der Elektronen in den Akzeptoren,
p = Dichte der Defektelektronen im Valenzband,
np+ = Dichte der Defektelektronen in den Donatoren.

Fiir die einzelnen Summanden von Gl. (1) liefert
die Fermi-Statistik! bei einem diskreten Donator-
bzw. Akzeptorniveau die in Tab. 1 angegebenen Aus-
driicke (3) bis (6).

Die Faktoren gy bzw. gp berticksichtigen dabei
die Festlegung des Spins der in die Storstellen ein-
zubauenden Elektronen bzw. Defektelektronen. Die
Temperaturabhéngigkeit des Bandabstandes wurde
in der Lage der Leitungsbandkante (E.) durch die
im allgemeinen ausreichende lineare Korrektur aT
beriicksichtigt; entsprechend wurde die Temperatur-
korrektur der Storstellenniveaus proportional ihrer
Lage bei 0 °K zur Bandkante eingesetzt.

Die vollstandige Neutralitatsgleichung 1aft sich als
Bestimmungsgleichung fiir Ep [Gl. (2) in Tab.1
mit (3) bis (6) ] nur fiir nichtentartete Halbleiter in
den drei Sonderféllen der reinen Eigenleitung, der
reinen Storleitung und der reinen Kompensations-
Storleitung soweit vereinfachen, da} sie nach Ep
auflosbar ist. Fir gemischte Halbleiter ist auch bei
Nichtentartung eine Auflosung nach Ep nicht mehr
moglich.

* Teilweise vorgetragen auf der Physikertagung Stuttgart
1962.

1 Siehe z.B. O. Maperune, Halbleiter, Handb. Phys. XX,
Springer-Verlag, Berlin 1957.
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Ep=Ferui-Niveau [eV];

Ey= Oberkante des Valenzbandes [eV] ;
Eco= Unterkante des Leitungsbandes bei 0 °K [eV];
E¢=Ec0—a T="Unterkante des Leitungsbandes bei T °K;

2
Ne= 3 (27 mn k)2 T°/» | Entartungskonzentrationen
(effektive Zustandsdichten)
Ny= 7?3_ @ 7 mp k)= T fiir Leitungs-und Valenzband.

Ep=Epo—a T—EQQ;
Eco

Epo=Donatorniveau bei 0 °K [eV];
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Eao=Akzeptorniveau bei 0 °K [eV]; Ea=Exo—a TfEf—— -
c0

np=Donatorkonzentration [cm—3];
nA=Akzeptorkonzentration [cm—3].

Tab. 1. Neutralitdtsgleichung.

Zur Ermittlung von Ep ist man daher auf gra-
phische Verfahren 2 angewiesen, die jedoch meistens
sehr zeitraubend, nicht sehr genau und nur fiir eine

2 K. Lenovec u. H. Kepespy, J. Appl. Phys. 22, 65 [1951]. —
W. Snockiey, Electrons and Holes, van Nostrand, London
1956. — E. Mooskr, Z. angew. Math. Phys. 4, 433 [1953].
1—9 5% Seexke, Elektron. Halbleiter, Springer-Verlag, Berlin
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bestimmte Temperatur oder fiir einen engeren Tem-
peraturbereich die Lage des Fermi-Niveaus liefern.

Mit Hilfe eines elektronischen Digital-Rechners
ausreichender Kapazitit 128t sich jedoch ein Rechen-
verfahren aufstellen, mit dem sich fiir beliebige
Halbleiter und beliebige Parametervariationen das
Fermi-Niveau sehr schnell und mit groler Genauig-
keit berechnen 146t, ohne daB zum Beispiel fiir die
verschiedenen Halbleiter verschiedene Kurvenscha-
ren anzufertigen sind.

Abb. 1. zeigt die wesentlichen Schritte des Rechen-
programms. Nach Eingabe der Materialkonstanten
und der Parameter nimmt der Rechner zunichst mit
vorgegebenen, zweckmalig gewihlten Anfangswer-
ten eine Abschitzung der mafigeblichen Gréfen vor
und berechnet entsprechend die einzelnen Sum-
manden der Neutralitdtsgleichung entweder nach
»FERMI®, nach ,,BoLrzmann® oder mit Hilfe einer
Entwicklung. Berechnung nach ,,FErmi“ bedeutet,
dafl die Fermri-Integrale bzw. die Fermi-Verteilung
benutzt werden, Berechnung nach ,,Borrzmann®, dafl
die Fermr-Statistik durch die Borrzmann-Statistik er-
setzt werden darf. Fiir die analytisch nicht erfal}-
baren Fermi-Integrale wurde dabei eine TscrEBy-
scHEFF-Approximation durch Polynome 5. Grades
eingesetzt 3.

Durch die Abschitzung in den vier Gliedern der
Neutralititsgleichung wird gleichzeitig der weitere
Rechenverlauf fiir f(Er) = 0 festgelegt:

a) Liegt Ey hinreichend weit (z. B. 10k 7) von
samtlichen Niveaus und Bandkanten entfernt, so be-
steht die Moglichkeit, f(Er) in eine quadratische
Gleichung umzuformen. Um die universelle Anwend-
barkeit des Verfahrens und die hohe Rechengenauig-
keit zu erreichen, muf} eine vollstandige Fallunter-
scheidung durchgefithrt werden. Fiir tiefe Tempera-
turen konnen z. B. sehr grofle Exponenten auftreten,
die beim Maschinen-Rechnen Schwierigkeiten berei-
ten und einen Ubergang zum logarithmischen Rech-
nen erforderlich machen.

b) Im allgemeinen ist man jedoch zur Approxi-
mation der Nullstelle fiir f(£r) gezwungen. Wih-
rend der Iteration durch Addition oder Subtraktion
einer vorgegebenen Schrittweite AEr zum jeweiligen
Wert Ey bis zum Vorzeichenwechsel von f(Er), und

3 Die Koeffizienten wurden mit einem von WerNER, Raymany
und Kvrev aufgestellten Programm nach dem sogen. Remes-
Algorithmus ebenfalls mit der elektronischen Rechen-
maschine bestimmt. Die Genauigkeit der Approximation

wihrend der nachfolgenden Einschachtelung der
Nullstelle durch Intervallhalbierung durchliuft der
Rechenvorgang wiederholt die obere Schleife in
Abb. 1, bis die Nullstelle mit der vorgegebenen Ge-
nauigkeit approximiert ist.

Sowohl mit dem aus der quadratischen Gleichung
als auch mit dem aus der Approximation erzielten
Erg wird eine Nachpriifung vorgenommen. Nach
Bestatigung des Wertes Ey, wird fiir Fehlerabschat-
zungen durch Bildung des Differenzen-Quotienten
die Steigung von f(Ey) bei Eypy ndherungsweise be-
stimmt.

Die Rechenmaschine gibt schliefllich neben der
Temperatur und dem berechneten Fermi-Niveau
(Eyg) die Werte der Glieder der Neutralitatsglei-
chung aus und wiederholt den gesamten Rechenvor-
gang fiir die nichste Parameterkombination.

Die nachfolgenden Abbildungen bringen einige
Beispiele fiir den mit diesem Verfahren berechneten
Verlauf des Fermi-Niveaus in Abhangigkeit von der
Temperatur.

Abb. 2 zeigt fiir Silicium verschiedener Dotierung
die Lage des Fermr-Niveaus zwischen 50 °K und
1700 °K. Die angegebenen Materialkonstanten stel-
len aus der Literatur entnommene mittlere Werte
dar. Neben den temperaturabhéingigen Lagen der
Niveaus und der Leitungsbandkante sind die Gren-
zen fiir einen Abstand von 10 kT von den Niveaus
eingetragen (fiir Zweig a in Abb. 1).

Um die Auswirkung der Kompensation auf dem
Kurvenverlauf zu zeigen, ist unter der Kurve fiir
np=10" (cm™3) die zugehorige Kurve mit 50%
Kompensation punktiert eingezeichnet.

Die Verhiltnisse bei Temperaturen unter 25 °K
sind in Abb. 3 und 4 wiedergegeben. Es sei noch
vermerkt, daf} bei gleichem Kompensationsgrad die
Kurven fiir die verschiedenen Dotierungskonzentra-
tionen unterhalb einer bestimmten Temperatur in
eine gemeinsame Gerade einlaufen [z. B. die Kurven
(10'2/108), (10%/10'), (1/107%) in Abb. 3]. Durch
Verldngerung der fiir eine bestimmte Dotierung
(z.B. np=1) berechneten Geraden verschiedener
Kompensation 1af3t sich auch fiir andere Konzentra-
tionen der Verlauf des Fermi-Niveaus unterhalb der
Verzweigungspunkte interpolieren.

der Fermi-Integrale ist im ganzen Bereich von — oo bis 4oco
besser als 5-10—%. Vgl. hierzu H. Werner u. G. Raymany,
Mathem. of Comput. (Baltimore), z. Veroffentlichung ein-
gereicht; E. Remzs, C. R. Acad. Sci., Paris 199, 337 [1934].
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Abb. 2. Lage des Fermi-
Niveaus fiir Silicium.
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Abb. 4 zeigt die gleichen Verhiltnisse fiir die un- In Abb. 5 ist fiir den Fall der vertauschten Lage
tere Bandhilfte und den Verlauf des Fermi-Niveaus der Storstellenniveaus ein Beispiel gerechnet. Bei
im Bereich der Bandmitte. sonst gleichen Materialkonstanten wie in Abb. 2 ist
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Abb. 4. Lage des Fermi-Niveaus fiir Silicium.
Materialkonstanten wie bei Abb. 2.

das Akzeptorniveau in der oberen Bandhilfte bei
0.8 ¢V und das Donatorniveau in der unteren Band-
hilfte bei 0,5 eV angenommen?. Fiir den Verlauf
des Fermi-Niveaus in Abb. 5 ist neben der Vertau-
schung der Niveaus noch der relativ grofle Unter-
schied (25%) in der Aktivierungsenergie der beiden
Storstellenarten verantwortlich.

Wie im vorher berechneten Fall mit normaler
Lage der Niveaus (s. Abb. 3 und 4) laufen die Kur-
ven bei Anwesenheit nur einer Storstellenart fir
T — 0 in die Mitte zwischen Niveau und Bandkante.
Dagegen treffen sich bei vertauschten Niveaus samt-
liche Kurven bei vorliegender Kompensation in
einem Punkt in der Mitte zwischen beiden Niveaus,
sowohl bei Donatoren- als auch bei Akzeptoreniiber-
schull. Da bei sehr tiefen Temperaturen die Donato-
ren fast alle besetzt sind und bei steigender Tem-
peratur zunachst Elektronen an die hochliegenden
Akzeptoren abgeben, wird der Gleichgewichtszustand
in diesem Falle vorwiegend durch die Besetzung:in
den Storniveaus geregelt, d.h. das Fermi-Niveau
lauft fiir 7— 0 genau in die Mitte der beiden Ni-
veaus. Liegt dieser Punkt auf Grund unterschied-
licher Aktivierungsenergien wesentlich iiber oder un-
ter der Eigenleitungsgeraden, so erfolgt notwendig

4 Fiir einige Metalle sind bisher #hnlich liegende, dotierende
Niveaus in Silicium festgestellt worden; siehe z. B. E. M.
ConweLy, Proc. Inst. Radio Engrs 45, 1281 [1958].
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Abb. 5. Fermi-Niveau fiir Silicium mit vertauschten
Storniveaulagen.

fiir einen Leitungstyp ein unter Umstidnden steiler
Ubergang von der einen in die andere Bandhilfte,
und zwar bei relativ hohen Temperaturen und ins-
besondere bei geringer Kompensation 5.

Den EinfluB stark unterschiedlicher Aktivierungs-
energien bei normaler Lage der Storniveaus und bei
hohen Dotierungskonzentrationen zeigt in Abb. 6
der als Beispiel fiir Wismut-Tellurid berechnete Ver-
lauf des Fermi-Niveaus. Als Lage der Storstellen-
niveaus wurden zwei Kombinationen eingesetzt:

Eb=0,13; Ey = 0,01 und E} =0,14; E5 = 0,02 (eV).

Fiir die erste Kombination erfolgt nur bei Donato-
reniiberschufl und gleichzeitig sehr hohem Kompen-
sationsgrad ein Wechsel des FErmi-Niveaus von der
oberen in die untere Bandhilfte. Dieser Effekt ist
um so ausgepragter, je grofler der Kompensations-
grad ist — im Gegensatz zu der Auswirkung unter-
schiedlicher Aktivierungsenergien bei vertauschten
Niveaulagen (vgl. Abb.5). Fiir einen Kompensa-
tionsgrad K < 90% (Kurven I und V) tritt der
Wechsel nicht mehr auf.

Ein solcher Verlauf des Fermi-Niveaus laft sich
damit erkldren, da} mit steigender Temperatur be-
vorzugt das Niveau mit der kleineren Aktivierungs-

5 Hier z. B. fiir Kurve (np=10'°, np=10'%) bei ca. 175 °K.
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energie ionisiert wird, d. h. in diesem Falle E} . Da-
her geht die n-Leitung bei geniigend hoher Akzep-
torenkonzentration schlieBlich in p-Leitung iber.
Mit hoherer Temperatur macht sich die zunehmende
Eigenleitung bemerkbar und fiihrt das FErmi-Niveau
zur Bandmitte zuriick.
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Abb. 6. Fermi-Niveau fiir Wismut-Tellurid, Bandabstand
nach I. G. AusTiy u. A. Suearp, J. El. Contr. 3, 236 [1957].

Fir die untere Bandhalfte gilt das Entsprechende
bei Umkehrung der Konzentrationen und des Ver-
héltnisses der Aktivierungsenergien (zweite Kombi-
nation der Niveaulagen, Kurven V —VII). Die ge-

8 Das vorliegende Rechenprogramm steht Interessenten zur
Verfiigung.

strichelte Kurve in der unteren Bandhalfte zeigt ein
normales Verhalten, da nur die Storstellenkonzen-
trationen vertauscht wurden.

Die Grofle des moglichen Fehlers bei der Berech-
nung des FErmi-Niveaus mit dem vorliegenden Ver-
fahren ist ausschlieBlich bedingt durch die Genauig-
keit der Approximation der Fermi-Integrale, da sich
die Abschitzungen und Entwicklungen so abfassen
lassen, daf} die iibrigen GroBen der Neutralitits-
gleichung hinreichend genau berechnet werden.

Eine eingehende Fehlerabschitzung liefert mit
Hilfe der gleichzeitig zu Ery berechneten Steigung
der Funktion f(Er) einen maximalen relativen Feh-
ler von etwa 1-107* fiir die angegebenen Werte des
Fermi-Niveaus. Fur sehr hohe Dotierungskonzentra-
tionen (d.h. bei Entartung) und gleichzeitig tiefe
Temperaturen kann der relative Fehler auf ca.
5-10* ansteigen.

Man ist daher bei der Anwendung des Rechenver-
fahrens © sicher, dafl aufler den Ungenauigkeiten
bei der Angabe der Materialkonstanten keine zu-
satzlichen Fehler in die Berechnung des FermI-
Niveaus eingehen.

Zu dem Verfahren selbst sei abschlieBend noch
erwahnt, daBl es sehr leicht auf mehrere Donator-
und Akzeptorniveaus erweitert werden kann. Auller-
dem lafit sich die Storbandleitung bei sehr tiefen
Temperaturen gegebenenfalls durch einen Ubergang
von diskreten Storniveaus zu Storbandern beriick-
sichtigen. Auch Effekte zweiter Ordnung konnen
ohne weiteres in die Rechnung eingebaut werden,
so z.B. die Temperaturabhéngigkeit der effektiven
Massen oder die Anderung der Aktivierungsenergien
der Storstellen mit der Storstellenkonzentration 7.

Herrn Direktor Dr. Dr. E. h. StemeL danke ich sehr
fiir sein forderndes Interesse. Den Herren des Rechen-
zentrums der AEG in Frankfurt méchte ich fiir ihre
Unterstiitzung, den Herren Dr. Scaurtz und Dr. Bérrcer
fiir Diskussionen und Hinweise und Frau Dvymke fiir
ihre unermiidliche Zeichenhilfe recht herzlich danken.

7 J. F. Barngs u. R. H. Trencorp, Proc. Phys. Soc., Lond. 78,
716 [1961].



